円分関数体のゼータ多項式の可除性について (解析的整数論とその周辺) by 塩見, 大輔
Title円分関数体のゼータ多項式の可除性について (解析的整数論とその周辺)
Author(s)塩見, 大輔











Faculty of Science, Yamagata University 
素数pと自然数rに対して，位数q=がの有限体凡を考えるまたK=凡(T),A= 
凡[T]とし，さらにAにおいてモニックなもの全体を幻で表す．自然数nに対して，














ここでは， P3分関数体について簡単に復習しておく．詳しくは文献 [4],[5], [6]を参照の
こと．
体KacをKの代数閉包とし，凡上の線形写像'-{),μ を次で定める．
({): Kac→ Kac (x→ 呼），
μ: Kac→ Kac (xr-+Tx). 
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これらを用いて Kacに次でA加群の構造を入れる．
N*x=N位十μ)(x) (NE A, x E Kac). 
この加群を Garlitz加群と呼ぶ.Garlitz加群のN等分点全体
AN= {x E Kac I N * X = O} 
を考える．このとき， KN=K(AN)をN円分関数体と呼ぶ
例 1N=Tのとき， T*X=呼十Txなので
ふ={x E Kac I呼十Tx= O}. 




定理 1(cf. [5]) KN/Kはgeometricなガロア拡大である．またガロア群G(K刈K)に関
して以下の同型が成り立つ．
(A/NAf→ G(KN/K) (A mod N→四 modN)- (1) 
ただし，準同型四 modNは四 modN(ふr)= A*入Nで定まるものとする．











hN hN ＝ 
ht 






n=a。＋咽＋・・・＋位iqd-1(0 <::a;<:: q -l) 
で与えられるとき，整数l(n)を次で定める．
l(n) = a。＋釘＋・・・十ad-1・
また，整数ei(1 :Si :S l(n))を次を満たすように取る．
l(n) 













/Dl(n) = n, /il = /i-1) op (i~1) 
により帰納的にp(il(n)を定める．
定理 2(cf. [2]) 整数 i~1 に対して，
degr(si(n)) S: /1l(n) + /2l(n) +・・・＋砂(n).
特に l(n)/(q-1) < iならば， si(n)= 0である．
定理 2より， (GB)nEAが分かる.Goss [3]は(GB)nを用いて Kummerの判定法の関数
体類似に相当する次の結果を与えた．
(3) 
定理 3(cf. [3]) d次既約NEA_+に対して次が成立する．
(1) PI hN⇔ 整数1::;n::;qa-2(n羊0mod q-1)で， NI(GB)nを満たすもの
が存在する
(2) p I ht⇔ 整数1::;n::;qa-2(n三 0mod q-1)で， NI(GB)nを満たすもの
が存在する．
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d次既約NEA_+に対して， n1= n2 mod qd -1ならば，
(GB)n1三 (GB)n2 mod N 
が成り立つことが分かるこの合同性と定理3を用いることで次が導かれる
定理 4(cf. [1], [3]) 
(1) q cJ2のとき，Pl峠を満たす既約NEA_+が無限に存在する．
























gN = gN -gt 
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とするこのとき，定理5から
degZ炉(X)= 2g-Jv, deg Zい(X)= 2gN 
であり，また
勾 (1)= hふ Zい(1)= hN 
であることも分かる．
例 2q =p = 2, N =戸+T+lの場合を考えるこのとき，
z炉(X)= 8炉+16炉 +18Xに 15炉 +9炉 +4X+l
となる．従って， g-Jv= 3, h-Jv = Z炉(1)= 71を得る．
例 3q =p = 3, N =『+1の場合を考えるこのとき，
zい(X)= 9X4 -2炉 +1






と叫）X' n羊0 mod q -lのとき，
i=O 
凡(X)= 
t(戸sj(n))Xi n三 0 mod q -1のとき
と置く．定理2より， Bn(X)E A[X]となる．野を凡の代数閉包とし， aE lF~c に対して，
凡＝凡(a)とする．このとき，
(GB)a,n = NlFa(T)/恥(T)(Bふ）） EA (n 2'. 1) 
と置く．ただし， NlFa(T)/恥(T)は1Fa(T)から 1Fq(T)へのノルムである．この多項式(GB)a,n
をaに付随する Goss-Bernoulli多項式と呼ぶ特に a=lのとき， (GBh,n= (GB)nであ
る次に，
zい(X)= Zい(X) mod p E IFp[X] 
と置く．
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主結果 1(cf. [8]) a E凡の恥上の最小多項式を f(X)と置く .d次既約NEA_+ に対し
て次が成り立つ．
(1) J(x) I zt-¥x)⇔ 整数1さn:; qd -2 (n¢0 mod q -l)でNI(GB)a,nを
満たすものが存在する．
(2) J(X) 1 zt-¥x)⇔ 整数1さn::;qd -2 (n羊0mod q-1)でNI(GB)a,nを
満たすものが存在する．
a=lの場合を考えるこのとき， f(X)= X -1であり，z炉(1)= hN, z炉(1)= h因
に注意すれば，
Pih孟⇔ J(X) I勾 (X),




例 4q=p=2とし， aを恥上の既約多項式f(X)=炉＋炉 +1の根とする．このと
き， (GB)a,n(1 :s; n :s;6 = 23 -2)は次のようになる．
(GB)a,n = 1 + s1(n) + s1(n)s2(n) + s2(n)2 + s1(n)3 + s1(n)s2(n)2 + s2(n)3. 
ただし，
釘(n) = rn + (1+ T)叫










(1 +T+Tり(1+ T2 +だ），
1, 
(1 +T+Tり(1+T2 +Tり(1+ T2 + T3 +だ＋仔），
(1 +T +T州(1+T2 +T叩．
例えば， N=T3+T+lの場合を考えると，
NI (GB)a,3, NI (GB)a,5, NI (GB)a,6• 
従って，主結果1より f(X)I z炉(X)である実際，例2より，




f(X) =炉+2X + 2 = (X-a)(X -/3) 
を考える.1さn::;炉— 2 = 7 (n芸0mod 2)のとき，
凡(X)= 1十釘(n)X.
従って，
(GB)a,n = (1十釘(n)a)(l+ s1(n)f3) = 1 + 2s1(n) + s1(n)乞
ただし，








(GB)a,1 = 2(2 + T + T2+ 2T3 + T4 +『）．
例えば， N=T2+1の場合を考えると，主結果1より f(X)f Z炉(X)である．実際例3
より，
Z炉(X)三炉+1 mod 3 
であり， 2炉(X)はf(X)を既約因子に持たない．
等式(4)で見た(GB)nの合同性は(GB)a,nに一般化することができる.d次既約NEA_+ 
に対して， n1三乃 modqd -1のとき，
(GB)a,n1 = (GB)a,n2 mod N 
が成り立つ．この合同性と主結果1を用いることで次の結果が導かれる．
主結果 2(cf. [8]) 
(1) q cJ2のとき， f(X)I zい(X)を満たす既約NEA_+が無限に存在する．
(2) f(X) I Zば）(X)を満たす既約NEA_+が無限に存在する．
(7) 
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